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We present a solution to a partition theoretic interpretation problem of an alternating sign summation
of Gaussian polynomials proposed by G.E. Andrews and D. Newman, which appeared in their study of the
even minimal excludant in integer partitions. Our method uses configuration sums over bit sequences, and
a non-trivial correspondence between bit sequences and integer partitions with certain restrictions.

Keywords: Gaussian polynomials, Young diagrams, Border strips

1. はじめに
G.E. Andrews と D. Newman は、2020 年に出版
された論文 1 において整数の分割に関する minimal
excludant （最小除外数）と呼ばれる関数の性質を議
論し、その結論にていくつかの予想を述べている。そ
の一つ [Problem II. (1)]は、次の交代和によって定義
される多項式

Bn(q) =
n∑

r=0

(−1)r
[
2n + 1
n − r

]
, (1)

に対して、その係数がすべて非負であると主張する予
想である。ここでガウス多項式（あるいは q-二項係
数）は 0 < m < nを満たす整数 m, nに対して

[
n
m

]
=

∏n
k=1(1 − qk)∏m

k=1(1 − qk)
∏n−m

k=1 (1 − qk)
, (2)

m = 0 または m = n に対して 1、それ以外の m, n に
対しては 0 と定義されるもので、変数 q についての
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(n − m)m 次多項式であり、q → 1 とすれば通常の二
項係数になる 2)。
定義 (1)の交代和に戻って具体例を見てみると、

B0(q) = 1, B1(q) = q + q2,

B2(q) = 1 + q2 + q3 + q4 + q5 + q6,

B3(q) = q + q2 + 2q3 + 2q4 + 2q5 + 3q6 + 2q7

+ 2q8 + 2q9 + q10 + q11 + q12,

などとなっており、確かにすべての係数が非負である
ことが読み取れる。
この予想は、定義 (1)の和において、隣接する２項
の対すべてに対してその係数が非負であることを示せ
ば証明される。より一般に、0 ≤ m ≤ ⌊n/2⌋を満たす
整数 m, nに対して定義される以下の多項式

Y+(n,m) :=
[
n
m

]
−
[

n
m − 1

]
, (3)

の係数がすべて非負であることを示せば十分である。
S. Chern は、2023 年に出版された論文 3 において、
この非負性がガウス多項式のもつ q-unimodalityとい
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う性質によって成り立つということを指摘し、これに
より [Problem II. (1)]への解答を与えている。
しかし、多項式 (3)の係数がすべて非負であるとい
う主張は、少なくとも 2000年代の前半には可積分セ
ルオートマトンの分配関数の研究において既知の事実
として認識されていた 4)。その理由は、物理学者 H.
Betheによる１次元量子スピン系の先駆的な研究 5) に
おいて (3)の右辺のガウス多項式を通常の二項係数に
置き換えた式が負号を含まない二項係数の積の和と等
価であることを表す公式が導出されており、その自然
な q 類似が存在したからである 6)。負号を含むもの
をボゾン型、含まないものをフェルミオン型の公式と
呼ぶ。本論文では、これとは別の観点から本節に続く
§2. においてフェルミオン型公式を経由せずに漸化式
を用いたボゾン型公式 Y+(n,m) の係数の非負性の直
接証明を与える。
一方、本論文の主題は Andrews-Newmanによるも
う一つの問題 [Problem II. (3)] に関するものである。
上述の予想の成立を前提として、この予想は定義 (1)
の交代和によって与えられる非負係数多項式 Bn(q)が
整数の分割の（その整数を qの指数の冪とする重み付
きの）数え上げを表すものであり、それは最大で n個
の部分を持ち且つ各々の部分が n + 1以下であるよう
な分割全体からなる集合のある部分集合上での数え上
げである 1) (enumerates some subset of the partitions
into at most n parts each ≤ n + 1 ) と主張するもので
ある。
よく知られているように、0 ≤ N ≤ (n − m)m を満

たす整数 N に対してガウス多項式 (2) の N 次の項の
係数は、自然数 N の分割全体のうち最大で m個の部
分を持ち且つ各々の部分が n −m以下であるような制
限された分割全体の個数を与える 2)。定義 (1)より

Bn(q) :=
[
2n + 1

n

]
− Bn(q) =

n−1∑
r=0

(−1)r
[

2n + 1
n − 1 − r

]
, (4)

であるが、多項式 (3)の係数がすべて非負であると仮
定すれば、この式の右辺についてもその係数はすべて
非負である。中辺第１項のガウス多項式が上に述べた
ような制限された分割全体の重み付きの数え上げであ
ることから、Bn(q)が上述の部分集合の補集合上での
数え上げであるという解釈とも整合的であり、予想の
成立が期待される。しかし、もしそうであれば「ある
部分集合」はどのように特徴づけられるものであるの
かという問いがこの問題の本質である。前述の Chern
の論文 3においても、その結論においてこの問題に対

する考察がなされている。そこでは、多項式 Bn(q)の
隣接する２項の対となる (3)の形の多項式の各々につ
いて、それが上に述べたような制限された分割全体の
集合のどの部分集合に対応するかの明確な解釈を得た
が、その具体的な表式は複雑であり、より単純な対応
があるかどうかを尋ねたい、と述べられている。
本論文では §3.以降において、可積分セルオートマ
トンの研究（文献 4）の内容の一部の数学的厳密化を
行い、それを応用してこの問題に対する一つの解答を
与える。（セルオートマトンとしての時間発展を考え
ないので、本論文では 0 と 1 からなる有限数列を単
にビット列 (bit sequences) と呼ぶことにした。）§3.
ではビット列の集合と分配関数（１次元状態和）を考
察し、最高ウェイト状態と呼ばれる状態に対する分配
関数がボゾン型公式で与えられることを確認する。ま
た、ビット列に対するパスの概念を導入し、ビット列
の集合をパスの最小値で分類する直和分割について説
明する。§4. では、パスの最小値が偶数であるビット
列に対する分配関数が Bn(q) となることを示す。§5.
では、ビット列の集合と制限された分割全体の集合の
間の、ボーダーストリップ分解と呼ばれる操作を用い
た非自明な全単射について説明する。これにより上に
述べた Chernの求めている「より単純な対応」の一つ
が得られたと考えられる。§6. では、前節までの結果
を統合して上述の Andrews-Newmanの問題に対する
一つの解答として本論文の主結果である定理 7を提示
し、その具体例を例示する。最後に、§7. で結論と考
察を述べる。そこでは問題の背景について説明し、最
小除外偶数を指定した整数の分割数の母関数が１次元
状態和のボゾン型公式を用いて表現されるという事実
を示す。

2. 多項式 Y+(n,m)の係数の非負性
条件 0 ≤ s ≤ Lを満たす整数 s, Lに対して定義され

た、一変数 q を持つある多項式 G(L, s) の族が s < L
において漸化式

G(L, s) = G(L−1, s)+
s∑

k=1

qL−kG(L−k−1, s−k), (5)

を満たしている、という状況を考える。もし任意の整
数 L(≥ 0)に対する境界条件

G(L, 0) = G(L, L) = 1, (6)

を課したならば、この境界条件と漸化式 (5)より多項
式 G(L, s) =: X(L, s) が任意の 0 ≤ s ≤ L に対して一
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意に定まる。実際、L − s = 0 ならば境界条件から単
項式 1で、ここから差 L− sを一つずつ増した X(L, s)
が漸化式 (5)より順次決まる。この多項式はその構成
法よりすべての係数が非負である。
次に、この多項式のひとつの変種を考える。

命題 1 sの範囲を 0 ≤ s ≤ ⌈L/2⌉とし、境界条件

G(L, 0) = 1, G(2s − 1, s) = 0, (7)

を課す。この境界条件と漸化式 (5) より多項
式 G(L, s) =: X+(L, s) が任意の L ≥ 0 および
0 ≤ s ≤ ⌈L/2⌉ に対して一意に定まる。この多項式
X+(L, s)はすべての係数が非負である。

証明：s, Lに関する帰納法を用いる。まず s = 0の
とき、仮定より X+(L, 0) はすべての L ≥ 0 に対して
非負係数多項式（単項式 1）である。つぎに s > 0と
し、すべての σ < s, 2σ ≤ Λに対して X+(Λ, σ)が非
負係数多項式として定まっているとする。漸化式 (5)
より

X+(2s, s) = X+(2s−1, s)+
s∑

k=1

q2s−kX+(2s−k−1, s−k),

であるが、仮定より右辺第１項は 0であり、第２項は
すでに一意に定まっている非負係数多項式の１項以上
の和である。よって左辺は非負係数多項式として一意
に定まる。つぎに L > 2sとし、すべての Λ < Lに対
して X+(Λ, s) が非負係数多項式として定まっている
とする。漸化式 (5)より

X+(L, s) = X+(L− 1, s)+
s∑

k=1

qL−kX+(L− k − 1, s− k),

であるが、仮定より右辺はすでに一意に定まっている
非負係数多項式の和である。よって左辺は非負係数多
項式として一意に定まる。(証明終わり)

命題 2 これらの多項式は、ガウス多項式によって以
下のように与えられる：

X(L, s) =
[
L
s

]
, (8)

X+(L, s) =
[
L
s

]
−
[

L
s − 1

]
. (9)

証明：ガウス多項式は以下の恒等式を満たす 2)。
[
L
s

]
=

[
L

L − s

]
, (10)

[
L
s

]
=

[
L − 1

s

]
+ qL−s

[
L − 1
s − 1

]
, (11)

[
L
s

]
= qs
[
L − 1

s

]
+

[
L − 1
s − 1

]
. (12)

まず (8)を示す。ガウス多項式はその定義より境界条
件 (6)を満たす。恒等式 (11)の右辺第２項に、恒等式
(12)で L, sを L − 1, s − 1としたものを代入する。以
下、k = 2, 3, . . . , s − 1に対して恒等式 (12)で L, sを
L − k, s − kとしたものを順次代入すれば漸化式 (5)が
得られる。多項式 X(L, s) は境界条件と漸化式から一
意に定まるので、(8)が成り立つ。つぎに (9)を示す。
前述の結果および漸化式 (5) の線型性より、(9) の右
辺はこの漸化式を満たす。また、ガウス多項式の定義
および恒等式 (10)より、(9)の右辺は境界条件 (7)を
満たす。多項式 X+(L, s)も境界条件と漸化式から一意
に定まるので、(9)が成り立つ。（証明終わり）
以上の議論により、0 ≤ m ≤ ⌊n/2⌋ を満たす整数

m, nに対して多項式 Y+(n,m) = X+(n,m)のすべての
係数は非負であることが示された。この帰結となる
Andrews-Newman の一つ目の問題に対する解答を定
理として提示する。

定理 3 定義 (1)の Bn(q)は非負係数多項式である。

3. ビット列の状態空間と分配関数
本節では L − s 個の 0 と s 個の 1 からなるビット
列全体からなる集合を考え、それを１次元の統計力学
的な系の状態空間とみなして分配関数を考察する。前
節で示した多項式 Y+(n,m) の係数の非負性は、それ
がこのような分配関数とみなせることからも理解さ
れる。
まずその集合を

H(L, s) = {η ∈ {0, 1}L | |η| = s} (13)

とする。ただし η = (η1, . . . , ηL) ∈ {0, 1}L に対して
|η| = ∑1≤i≤L ηi とした。関数 H : {0, 1}2 → {0, 1} を
H(0, 1) = 1,H(0, 0) = H(1, 0) = H(1, 1) = 0 と定義
する。ビット列 η ∈ H(L, s) に対して、そのエネル
ギーを

E(η) =
∑

1≤ j≤L−1

jH(η j, η j+1) (14)

と定め、各エネルギー値ごとにそのエネルギーを持つ
ビット列の個数を与えるような母関数を

Z(L, s) =
∑

η∈H(L,s)

qE(η), (15)
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う性質によって成り立つということを指摘し、これに
より [Problem II. (1)]への解答を与えている。
しかし、多項式 (3)の係数がすべて非負であるとい
う主張は、少なくとも 2000年代の前半には可積分セ
ルオートマトンの分配関数の研究において既知の事実
として認識されていた 4)。その理由は、物理学者 H.
Betheによる１次元量子スピン系の先駆的な研究 5) に
おいて (3)の右辺のガウス多項式を通常の二項係数に
置き換えた式が負号を含まない二項係数の積の和と等
価であることを表す公式が導出されており、その自然
な q 類似が存在したからである 6)。負号を含むもの
をボゾン型、含まないものをフェルミオン型の公式と
呼ぶ。本論文では、これとは別の観点から本節に続く
§2. においてフェルミオン型公式を経由せずに漸化式
を用いたボゾン型公式 Y+(n,m) の係数の非負性の直
接証明を与える。
一方、本論文の主題は Andrews-Newmanによるも
う一つの問題 [Problem II. (3)] に関するものである。
上述の予想の成立を前提として、この予想は定義 (1)
の交代和によって与えられる非負係数多項式 Bn(q)が
整数の分割の（その整数を qの指数の冪とする重み付
きの）数え上げを表すものであり、それは最大で n個
の部分を持ち且つ各々の部分が n + 1以下であるよう
な分割全体からなる集合のある部分集合上での数え上
げである 1) (enumerates some subset of the partitions
into at most n parts each ≤ n + 1 ) と主張するもので
ある。
よく知られているように、0 ≤ N ≤ (n − m)m を満

たす整数 N に対してガウス多項式 (2) の N 次の項の
係数は、自然数 N の分割全体のうち最大で m個の部
分を持ち且つ各々の部分が n −m以下であるような制
限された分割全体の個数を与える 2)。定義 (1)より

Bn(q) :=
[
2n + 1

n

]
− Bn(q) =

n−1∑
r=0

(−1)r
[

2n + 1
n − 1 − r

]
, (4)

であるが、多項式 (3)の係数がすべて非負であると仮
定すれば、この式の右辺についてもその係数はすべて
非負である。中辺第１項のガウス多項式が上に述べた
ような制限された分割全体の重み付きの数え上げであ
ることから、Bn(q)が上述の部分集合の補集合上での
数え上げであるという解釈とも整合的であり、予想の
成立が期待される。しかし、もしそうであれば「ある
部分集合」はどのように特徴づけられるものであるの
かという問いがこの問題の本質である。前述の Chern
の論文 3においても、その結論においてこの問題に対

する考察がなされている。そこでは、多項式 Bn(q)の
隣接する２項の対となる (3)の形の多項式の各々につ
いて、それが上に述べたような制限された分割全体の
集合のどの部分集合に対応するかの明確な解釈を得た
が、その具体的な表式は複雑であり、より単純な対応
があるかどうかを尋ねたい、と述べられている。
本論文では §3.以降において、可積分セルオートマ
トンの研究（文献 4）の内容の一部の数学的厳密化を
行い、それを応用してこの問題に対する一つの解答を
与える。（セルオートマトンとしての時間発展を考え
ないので、本論文では 0 と 1 からなる有限数列を単
にビット列 (bit sequences) と呼ぶことにした。）§3.
ではビット列の集合と分配関数（１次元状態和）を考
察し、最高ウェイト状態と呼ばれる状態に対する分配
関数がボゾン型公式で与えられることを確認する。ま
た、ビット列に対するパスの概念を導入し、ビット列
の集合をパスの最小値で分類する直和分割について説
明する。§4. では、パスの最小値が偶数であるビット
列に対する分配関数が Bn(q) となることを示す。§5.
では、ビット列の集合と制限された分割全体の集合の
間の、ボーダーストリップ分解と呼ばれる操作を用い
た非自明な全単射について説明する。これにより上に
述べた Chernの求めている「より単純な対応」の一つ
が得られたと考えられる。§6. では、前節までの結果
を統合して上述の Andrews-Newmanの問題に対する
一つの解答として本論文の主結果である定理 7を提示
し、その具体例を例示する。最後に、§7. で結論と考
察を述べる。そこでは問題の背景について説明し、最
小除外偶数を指定した整数の分割数の母関数が１次元
状態和のボゾン型公式を用いて表現されるという事実
を示す。

2. 多項式 Y+(n,m)の係数の非負性
条件 0 ≤ s ≤ Lを満たす整数 s, Lに対して定義され

た、一変数 q を持つある多項式 G(L, s) の族が s < L
において漸化式

G(L, s) = G(L−1, s)+
s∑

k=1

qL−kG(L−k−1, s−k), (5)

を満たしている、という状況を考える。もし任意の整
数 L(≥ 0)に対する境界条件

G(L, 0) = G(L, L) = 1, (6)

を課したならば、この境界条件と漸化式 (5)より多項
式 G(L, s) =: X(L, s) が任意の 0 ≤ s ≤ L に対して一
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意に定まる。実際、L − s = 0 ならば境界条件から単
項式 1で、ここから差 L− sを一つずつ増した X(L, s)
が漸化式 (5)より順次決まる。この多項式はその構成
法よりすべての係数が非負である。
次に、この多項式のひとつの変種を考える。

命題 1 sの範囲を 0 ≤ s ≤ ⌈L/2⌉とし、境界条件

G(L, 0) = 1, G(2s − 1, s) = 0, (7)

を課す。この境界条件と漸化式 (5) より多項
式 G(L, s) =: X+(L, s) が任意の L ≥ 0 および
0 ≤ s ≤ ⌈L/2⌉ に対して一意に定まる。この多項式
X+(L, s)はすべての係数が非負である。

証明：s, Lに関する帰納法を用いる。まず s = 0の
とき、仮定より X+(L, 0) はすべての L ≥ 0 に対して
非負係数多項式（単項式 1）である。つぎに s > 0と
し、すべての σ < s, 2σ ≤ Λに対して X+(Λ, σ)が非
負係数多項式として定まっているとする。漸化式 (5)
より

X+(2s, s) = X+(2s−1, s)+
s∑

k=1

q2s−kX+(2s−k−1, s−k),

であるが、仮定より右辺第１項は 0であり、第２項は
すでに一意に定まっている非負係数多項式の１項以上
の和である。よって左辺は非負係数多項式として一意
に定まる。つぎに L > 2sとし、すべての Λ < Lに対
して X+(Λ, s) が非負係数多項式として定まっている
とする。漸化式 (5)より

X+(L, s) = X+(L− 1, s)+
s∑

k=1

qL−kX+(L− k − 1, s− k),

であるが、仮定より右辺はすでに一意に定まっている
非負係数多項式の和である。よって左辺は非負係数多
項式として一意に定まる。(証明終わり)

命題 2 これらの多項式は、ガウス多項式によって以
下のように与えられる：

X(L, s) =
[
L
s

]
, (8)

X+(L, s) =
[
L
s

]
−
[

L
s − 1

]
. (9)

証明：ガウス多項式は以下の恒等式を満たす 2)。
[
L
s

]
=

[
L

L − s

]
, (10)

[
L
s

]
=

[
L − 1

s

]
+ qL−s

[
L − 1
s − 1

]
, (11)

[
L
s

]
= qs
[
L − 1

s

]
+

[
L − 1
s − 1

]
. (12)

まず (8)を示す。ガウス多項式はその定義より境界条
件 (6)を満たす。恒等式 (11)の右辺第２項に、恒等式
(12)で L, sを L − 1, s − 1としたものを代入する。以
下、k = 2, 3, . . . , s − 1に対して恒等式 (12)で L, sを
L − k, s − kとしたものを順次代入すれば漸化式 (5)が
得られる。多項式 X(L, s) は境界条件と漸化式から一
意に定まるので、(8)が成り立つ。つぎに (9)を示す。
前述の結果および漸化式 (5) の線型性より、(9) の右
辺はこの漸化式を満たす。また、ガウス多項式の定義
および恒等式 (10)より、(9)の右辺は境界条件 (7)を
満たす。多項式 X+(L, s)も境界条件と漸化式から一意
に定まるので、(9)が成り立つ。（証明終わり）
以上の議論により、0 ≤ m ≤ ⌊n/2⌋ を満たす整数

m, nに対して多項式 Y+(n,m) = X+(n,m)のすべての
係数は非負であることが示された。この帰結となる
Andrews-Newman の一つ目の問題に対する解答を定
理として提示する。

定理 3 定義 (1)の Bn(q)は非負係数多項式である。

3. ビット列の状態空間と分配関数
本節では L − s 個の 0 と s 個の 1 からなるビット
列全体からなる集合を考え、それを１次元の統計力学
的な系の状態空間とみなして分配関数を考察する。前
節で示した多項式 Y+(n,m) の係数の非負性は、それ
がこのような分配関数とみなせることからも理解さ
れる。
まずその集合を

H(L, s) = {η ∈ {0, 1}L | |η| = s} (13)

とする。ただし η = (η1, . . . , ηL) ∈ {0, 1}L に対して
|η| = ∑1≤i≤L ηi とした。関数 H : {0, 1}2 → {0, 1} を
H(0, 1) = 1,H(0, 0) = H(1, 0) = H(1, 1) = 0 と定義
する。ビット列 η ∈ H(L, s) に対して、そのエネル
ギーを

E(η) =
∑

1≤ j≤L−1

jH(η j, η j+1) (14)

と定め、各エネルギー値ごとにそのエネルギーを持つ
ビット列の個数を与えるような母関数を

Z(L, s) =
∑

η∈H(L,s)

qE(η), (15)
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によって定義する。以下では統計力学的な描像にもと
づき、各々のビット列のことを状態と呼び、この母関
数を（１次元）状態和または分配関数と呼ぶことに
する。
状態 η ∈ H(L, s)に対して、S (η) = (S i(η))0≤i≤L を

S 0(η) = 0, S i(η) = S i−1(η) + 1 − 2ηi (1 ≤ i ≤ L)
(16)

によって定める。このような状態の表現は path encod-
ingと呼ばれる 7)。図 1を参照せよ。以下では S (η)を
状態 ηに対応するパスと呼ぶことにする。

図 1 ビット列 η = 0110010 に対するパス
S (η) を折れ線で表したもの。ηi = 1 と
なる各位置 i に対して座標目盛 i − 1 と
iの間に印 •を置いた。

集合H(L, s)をパスの最小値で分類して以下のよう
に直和分割する：

H(L, s) =
s∐
α=0

H (α)(L, s), (17)

H (α)(L, s) = {η ∈ H(L, s) | min
0≤i≤L

S i(η) = −α}.(18)

特に H (0)(L, s) =: H+(L, s) と記し、これに属する状
態を最高ウェイト状態と呼ぶ 4)。対応する分配関数を

Z+(L, s) =
∑

η∈H+(L,s)

qE(η), (19)

と定義する。条件 0 ≤ s ≤ ⌊L/2⌋ を満たさなければ
H+(L, s) = ∅ となるので、Z+(2s − 1, s) = 0 として
おく。
命題 4 これらの分配関数は、ガウス多項式によって
以下のように与えられる：

Z(L, s) =
[
L
s

]
, (20)

Z+(L, s) =
[
L
s

]
−
[

L
s − 1

]
. (21)

証明：前節の結果により Z(L, s) = X(L, s) および
Z+(L, s) = X+(L, s) を示せばよい。すなわちこれら
の分配関数が漸化式 (5) および対応する境界条件 (6)
または (7)をそれぞれ満たすことを示せばよい。集合
H(L, L)は単一の要素 (1, . . . , 1)を持ち、集合H(L, 0)
および H+(L, 0) は単一の要素 (0, . . . , 0) を持つ。こ
れらの要素に対応するエネルギーはいずれもゼロであ
る。また、前述のように Z+(2s − 1, s) = 0である。し
たがって境界条件は満たされているので、漸化式を示
せば十分である。
まず Z(L, s)を考える。s < Lとして、集合H(L, s)

をもっとも右の 0の位置で分類して以下のように直和
分割する：

H(L, s) =
s∐

k=0

H(k)(L, s),

H(k)(L, s) = {η ∈ H(L, s) | max{α | ηα = 0} = L − k}.

これに対応して分配関数は

Z(L, s) =
∑

η∈H(0)(L,s)

qE(η) +

s∑
k=1

∑
η∈H(k)(L,s)

qE(η),

となる。右辺第１項では ηL = 0より H(ηL−1, ηL) = 0、
よって E(η) =

∑
1≤ j≤L−2 jH(η j, η j+1) となる。また∑

1≤i≤L−1 ηi = sである。すなわち、末尾の 0を取り除
く操作により H(0)(L, s) から H(L − 1, s) へのエネル
ギーを保存する全射があるためこの項が漸化式 (5)の
右辺第１項に対応する。
右辺第２項では、k に関する和のそれぞれに対して
ηL−k = 0, ηL−k+i = 1 (1 ≤ i ≤ k) より E(η) = L − k +∑

1≤ j≤L−k−1 jH(η j, η j+1)となる。また∑1≤i≤L−k−1 ηi =

s − k である。すなわち、末尾の 0 1 . . . 1︸︷︷︸
k

を取り除く

操作によりH(k)(L, s)からH(L − 1 − k, s − k)へのエ
ネルギーを L − k だけ減らす全射があるため、この第
２項全体が漸化式 (5)の右辺第２項に対応する。した
がって分配関数 Z(L, s)は漸化式 (5)を満たす。
つぎに、Z+(L, s) に対しては s < ⌊L/2⌋ に対して

集合 H+(L, s) を上と同じように直和分割して考え、
H+(0)(2s, s) = H+(2s − 1, s) = ∅ に注意すればやはり
同じ漸化式を満たすことが示される。（証明終わり）

4. Bn(q)を分配関数とするビット列の状態空間
以下では、最大で s個の部分を持ち且つ各々の部分

が L − s以下であるような整数の分割全体からなる集
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合を

P(L, s) = {λ ∈ (Z≥0)s | L − s ≥ λ1 ≥ . . . ≥ λs ≥ 0}

と記す。λk > 0 となる各 λk を分割 λ の部分（part）
と呼ぶ。分割 λ ∈ P(L, s) に対するエネルギー（ある
いは重み）を |λ| = ∑s

i=1 λi とする。前節で導入した
H(L, s) と P(L, s) との間にはエネルギーを保存する
全単射があり、次節で（L = 2n + 1, s = n の場合に）
その具体的操作を与える。
前節での結果によれば、定義 (1)の交代和によって

与えられた多項式 Bn(q)は最高ウェイト状態に関する
分配関数を用いて Bn(q) = Z+(2n+1, n)+Z+(2n+1, n−
2)+Z+(2n+1, n−4)+ · · ·のように表される。一般に、
r = 1, 2, . . . , ⌊n/2⌋に対して分配関数 Z+(2n+1, n−2r)
はビット列の集合H(2n+1, n−2r)の部分集合上の状
態和である。すなわち、我々は整数の分割との対応に
おいて、多項式 Bn(q)が集合∐⌊n/2⌋r=1 P(2n + 1, n − 2r)
の一部となるある部分集合上の要素の数え上げである
ことを示したことになる。
しかしながら、Andrewsと Newmanによるもう一

つの予想 [Problem II. (3)] は、すべての分割を単一
の集合 P(2n + 1, n) の要素と解釈する主張である。
これに答えるためには、分配関数 Z+(2n + 1, n − 2r)
を（最高ウェイト状態以外の状態も含む）単一の集合
H(2n + 1, n)の部分集合上の状態和として解釈し直す
必要がある。
この目的のため、我々は以下の命題を提示する。（こ

の命題は柏原のクリスタルによる解釈 8) が可能であ
るが、本論文ではその説明は省略する。）
命題 5 整数 L ≥ 2に対し、直和分割 (17)の定義に現
れる集合H (∗)(L, ∗)の族を考える。1 ≤ s ≤ ⌊L/2⌋, 0 ≤
α ≤ s−1に対して、集合H (α)(L, s−1)とH (α+1)(L, s)
との間にはエネルギー (14) を保存する全単射が存在
する。
証明：具体的に全単射の構成法を記述する。図 2を

参照せよ。
まず、集合H (α)(L, s−1)からH (α+1)(L, s)への全射

（ f と記す）を以下のように構成する。η ∈ H (α)(L, s−
1)とする。このとき S L(η) = L−2s+2 ≥ 2, S L−1(η) ≥
1 より、S i(η) = −α を満たす i は L − 2 以下である。
もし S i(η) = −α を満たす最大の i が i = 0 であるな
ら、α = 0 であり、(η1, η2) = (0, 0) である。これを
(1, 0)に変える。もし S i(η) = −αを満たす最大の iが
i > 0 であるなら、(ηi, ηi+1, ηi+2) = (1, 0, 0) である。
これを (1, 1, 0)に変える。この操作により 1の数は s

となり、エネルギーの値は変化しない。また、j > iに
対する S j の値は２だけ減ずるが、条件よりその値は
−α − 1以上であり、特に S i+1( fη) = −α − 1となる。
さらに、 j ≤ iに対する S j の値は変化せず、その値は
−α以上である。
つぎに、集合 H (α+1)(L, s) から H (α)(L, s − 1) へ

の全射（e と記す）を以下のように構成する。η ∈
H (α+1)(L, s) とする。このとき S L(η) = L − 2s ≥
0, S 0(η) = 0 より、S i(η) = −α − 1 を満たす i は 1
以上 L − 1 以下である。もし S i(η) = −α − 1 を満
たす最小の i が i = 1 であるなら、α = 0 であり、
(η1, η2) = (1, 0)である。これを (0, 0)に変える。もし
S i(η) = −α− 1を満たす最小の iが i > 1であるなら、
(ηi−1, ηi, ηi+1) = (1, 1, 0)である。これを (1, 0, 0)に変
える。この操作により 1の数は s − 1となり、エネル
ギーの値は変化しない。また、 j ≥ iに対する S j の値
は２だけ増すため条件よりその値は −α + 1以上であ
る。さらに、 j < iに対する S j の値は変化せず、その
値は −α以上であり、特に S i−1(eη) = −αである。
また、構成法より f と eが互いに逆写像になってい

ることは容易に分かる。（証明終わり）

図 2 写像 f と eの説明。折れ線はビット列の
状態 η に対するパス S (η) の値を表す。
対応する η を表すため ηi = 1 となる各
位置 i に対して座標目盛 i − 1 と i の間
に印 •を置いた。

以下ではこの全単射による同値関係を H (α)(L, s −
1) � H (α+1)(L, s) のように表すことにする。これ
を繰り返し用いることにより H+(2n + 1, n − 2r) =
H (0)(2n + 1, n − 2r) � H (2r)(2n + 1, n) となる。この
ことを念頭に置いて、状態空間H(2n+ 1, n)に属する
ビット列をパスの最小値の偶奇で分類した以下のよう
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によって定義する。以下では統計力学的な描像にもと
づき、各々のビット列のことを状態と呼び、この母関
数を（１次元）状態和または分配関数と呼ぶことに
する。
状態 η ∈ H(L, s)に対して、S (η) = (S i(η))0≤i≤L を

S 0(η) = 0, S i(η) = S i−1(η) + 1 − 2ηi (1 ≤ i ≤ L)
(16)

によって定める。このような状態の表現は path encod-
ingと呼ばれる 7)。図 1を参照せよ。以下では S (η)を
状態 ηに対応するパスと呼ぶことにする。

図 1 ビット列 η = 0110010 に対するパス
S (η) を折れ線で表したもの。ηi = 1 と
なる各位置 i に対して座標目盛 i − 1 と
iの間に印 •を置いた。

集合H(L, s)をパスの最小値で分類して以下のよう
に直和分割する：

H(L, s) =
s∐
α=0

H (α)(L, s), (17)

H (α)(L, s) = {η ∈ H(L, s) | min
0≤i≤L

S i(η) = −α}.(18)

特に H (0)(L, s) =: H+(L, s) と記し、これに属する状
態を最高ウェイト状態と呼ぶ 4)。対応する分配関数を

Z+(L, s) =
∑

η∈H+(L,s)

qE(η), (19)

と定義する。条件 0 ≤ s ≤ ⌊L/2⌋ を満たさなければ
H+(L, s) = ∅ となるので、Z+(2s − 1, s) = 0 として
おく。
命題 4 これらの分配関数は、ガウス多項式によって
以下のように与えられる：

Z(L, s) =
[
L
s

]
, (20)

Z+(L, s) =
[
L
s

]
−
[

L
s − 1

]
. (21)

証明：前節の結果により Z(L, s) = X(L, s) および
Z+(L, s) = X+(L, s) を示せばよい。すなわちこれら
の分配関数が漸化式 (5) および対応する境界条件 (6)
または (7)をそれぞれ満たすことを示せばよい。集合
H(L, L)は単一の要素 (1, . . . , 1)を持ち、集合H(L, 0)
および H+(L, 0) は単一の要素 (0, . . . , 0) を持つ。こ
れらの要素に対応するエネルギーはいずれもゼロであ
る。また、前述のように Z+(2s − 1, s) = 0である。し
たがって境界条件は満たされているので、漸化式を示
せば十分である。
まず Z(L, s)を考える。s < Lとして、集合H(L, s)

をもっとも右の 0の位置で分類して以下のように直和
分割する：

H(L, s) =
s∐

k=0

H(k)(L, s),

H(k)(L, s) = {η ∈ H(L, s) | max{α | ηα = 0} = L − k}.

これに対応して分配関数は

Z(L, s) =
∑

η∈H(0)(L,s)

qE(η) +

s∑
k=1

∑
η∈H(k)(L,s)

qE(η),

となる。右辺第１項では ηL = 0より H(ηL−1, ηL) = 0、
よって E(η) =

∑
1≤ j≤L−2 jH(η j, η j+1) となる。また∑

1≤i≤L−1 ηi = sである。すなわち、末尾の 0を取り除
く操作により H(0)(L, s) から H(L − 1, s) へのエネル
ギーを保存する全射があるためこの項が漸化式 (5)の
右辺第１項に対応する。
右辺第２項では、k に関する和のそれぞれに対して
ηL−k = 0, ηL−k+i = 1 (1 ≤ i ≤ k) より E(η) = L − k +∑

1≤ j≤L−k−1 jH(η j, η j+1)となる。また∑1≤i≤L−k−1 ηi =

s − k である。すなわち、末尾の 0 1 . . . 1︸︷︷︸
k

を取り除く

操作によりH(k)(L, s)からH(L − 1 − k, s − k)へのエ
ネルギーを L − k だけ減らす全射があるため、この第
２項全体が漸化式 (5)の右辺第２項に対応する。した
がって分配関数 Z(L, s)は漸化式 (5)を満たす。
つぎに、Z+(L, s) に対しては s < ⌊L/2⌋ に対して

集合 H+(L, s) を上と同じように直和分割して考え、
H+(0)(2s, s) = H+(2s − 1, s) = ∅ に注意すればやはり
同じ漸化式を満たすことが示される。（証明終わり）

4. Bn(q)を分配関数とするビット列の状態空間
以下では、最大で s個の部分を持ち且つ各々の部分

が L − s以下であるような整数の分割全体からなる集
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合を

P(L, s) = {λ ∈ (Z≥0)s | L − s ≥ λ1 ≥ . . . ≥ λs ≥ 0}

と記す。λk > 0 となる各 λk を分割 λ の部分（part）
と呼ぶ。分割 λ ∈ P(L, s) に対するエネルギー（ある
いは重み）を |λ| = ∑s

i=1 λi とする。前節で導入した
H(L, s) と P(L, s) との間にはエネルギーを保存する
全単射があり、次節で（L = 2n + 1, s = n の場合に）
その具体的操作を与える。
前節での結果によれば、定義 (1)の交代和によって

与えられた多項式 Bn(q)は最高ウェイト状態に関する
分配関数を用いて Bn(q) = Z+(2n+1, n)+Z+(2n+1, n−
2)+Z+(2n+1, n−4)+ · · ·のように表される。一般に、
r = 1, 2, . . . , ⌊n/2⌋に対して分配関数 Z+(2n+1, n−2r)
はビット列の集合H(2n+1, n−2r)の部分集合上の状
態和である。すなわち、我々は整数の分割との対応に
おいて、多項式 Bn(q)が集合∐⌊n/2⌋r=1 P(2n + 1, n − 2r)
の一部となるある部分集合上の要素の数え上げである
ことを示したことになる。
しかしながら、Andrewsと Newmanによるもう一

つの予想 [Problem II. (3)] は、すべての分割を単一
の集合 P(2n + 1, n) の要素と解釈する主張である。
これに答えるためには、分配関数 Z+(2n + 1, n − 2r)
を（最高ウェイト状態以外の状態も含む）単一の集合
H(2n + 1, n)の部分集合上の状態和として解釈し直す
必要がある。
この目的のため、我々は以下の命題を提示する。（こ

の命題は柏原のクリスタルによる解釈 8) が可能であ
るが、本論文ではその説明は省略する。）
命題 5 整数 L ≥ 2に対し、直和分割 (17)の定義に現
れる集合H (∗)(L, ∗)の族を考える。1 ≤ s ≤ ⌊L/2⌋, 0 ≤
α ≤ s−1に対して、集合H (α)(L, s−1)とH (α+1)(L, s)
との間にはエネルギー (14) を保存する全単射が存在
する。
証明：具体的に全単射の構成法を記述する。図 2を

参照せよ。
まず、集合H (α)(L, s−1)からH (α+1)(L, s)への全射

（ f と記す）を以下のように構成する。η ∈ H (α)(L, s−
1)とする。このとき S L(η) = L−2s+2 ≥ 2, S L−1(η) ≥
1 より、S i(η) = −α を満たす i は L − 2 以下である。
もし S i(η) = −α を満たす最大の i が i = 0 であるな
ら、α = 0 であり、(η1, η2) = (0, 0) である。これを
(1, 0)に変える。もし S i(η) = −αを満たす最大の iが
i > 0 であるなら、(ηi, ηi+1, ηi+2) = (1, 0, 0) である。
これを (1, 1, 0)に変える。この操作により 1の数は s

となり、エネルギーの値は変化しない。また、j > iに
対する S j の値は２だけ減ずるが、条件よりその値は
−α − 1以上であり、特に S i+1( fη) = −α − 1となる。
さらに、 j ≤ iに対する S j の値は変化せず、その値は
−α以上である。
つぎに、集合 H (α+1)(L, s) から H (α)(L, s − 1) へ

の全射（e と記す）を以下のように構成する。η ∈
H (α+1)(L, s) とする。このとき S L(η) = L − 2s ≥
0, S 0(η) = 0 より、S i(η) = −α − 1 を満たす i は 1
以上 L − 1 以下である。もし S i(η) = −α − 1 を満
たす最小の i が i = 1 であるなら、α = 0 であり、
(η1, η2) = (1, 0)である。これを (0, 0)に変える。もし
S i(η) = −α− 1を満たす最小の iが i > 1であるなら、
(ηi−1, ηi, ηi+1) = (1, 1, 0)である。これを (1, 0, 0)に変
える。この操作により 1の数は s − 1となり、エネル
ギーの値は変化しない。また、 j ≥ iに対する S j の値
は２だけ増すため条件よりその値は −α + 1以上であ
る。さらに、 j < iに対する S j の値は変化せず、その
値は −α以上であり、特に S i−1(eη) = −αである。
また、構成法より f と eが互いに逆写像になってい

ることは容易に分かる。（証明終わり）

図 2 写像 f と eの説明。折れ線はビット列の
状態 η に対するパス S (η) の値を表す。
対応する η を表すため ηi = 1 となる各
位置 i に対して座標目盛 i − 1 と i の間
に印 •を置いた。

以下ではこの全単射による同値関係を H (α)(L, s −
1) � H (α+1)(L, s) のように表すことにする。これ
を繰り返し用いることにより H+(2n + 1, n − 2r) =
H (0)(2n + 1, n − 2r) � H (2r)(2n + 1, n) となる。この
ことを念頭に置いて、状態空間H(2n+ 1, n)に属する
ビット列をパスの最小値の偶奇で分類した以下のよう
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な直和分割を考える。

H(2n + 1, n) = Heven
n ⊔Hodd

n ,

Heven
n =

⌊n/2⌋∐
r=0

H (2r)(2n + 1, n), (22)

Hodd
n =

⌈n/2⌉∐
r=1

H (2r−1)(2n + 1, n). (23)

前述の同値関係を用いると

Heven
n �

⌊n/2⌋∐
r=0

H+(2n + 1, n − 2r),

Hodd
n �

⌈n/2⌉∐
r=1

H+(2n + 1, n − 2r + 1).

である。したがって、交代和 (1) および (4) は以下の
ような分配関数で表されることになる。

Bn(q) =
∑

η∈Heven
n

qE(η), (24)

Bn(q) =
∑

η∈Hodd
n

qE(η). (25)

すなわち、Bn(q)はパスの最小値が偶数であるような
ビット列についての状態和であり、Bn(q) はパスの最
小値が奇数であるようなビット列についての状態和で
ある。これらのビット列の属する集合Heven

n ,Hodd
n が

いずれも n + 1個の 0と n個の 1を含むあらゆるビッ
ト列からなる単一の集合の部分集合であるという事実
を再度強調しておく。

5. 制限された分割とビット列の間の非自明な全単射
最大で n個の部分を持ち且つ各々の部分が n+1以下
であるような整数の分割全体からなる集合P(2n+1, n)
は、n × (n + 1)の長方形に（左上の角を共有して）収
まるヤング図形全体の集合とみなせる。前節で定義し
た分割 λに対するエネルギー |λ|は対応するヤング図
形の面積に等しい。
ビット列の状態空間 H(2n + 1, n) と制限された分
割の集合 P(2n + 1, n)の間には、自明な全単射がある
ことがすぐに分かる。例えば、図 1 を見るとビット
列 η = 0110010 ∈ H(7, 3)に対するパスが 3 × 4の長
方形を２つに分けており、上側にあるヤング図形の転
置は λ = (3, 3, 1) ∈ P(7, 3) である。しかし、この全
単射は以下で述べるエネルギー保存になっていない。
（E(η) = 6 � 7 = |λ|である。）本節では、論文 4にも

とづきH(2n+ 1, n)から P(2n+ 1, n)へのエネルギー
を保存する全単射の構成法を説明する。この写像を

Φn : H(2n + 1, n)→ P(2n + 1, n), (26)

で表す。エネルギーを保存するとは、任意の η ∈
H(2n + 1, n) に対して、定義 (14) によるエネルギー
が E(η) = |Φn(η)|を満たすことである。
まず、η = (1, . . . , 1︸��︷︷��︸

n

, 0, . . . , 0︸��︷︷��︸
n+1

)に対しては Φn(η) = ∅

とする。（本論文では整数 0 の唯一の分割としての 0
を ∅で表す。）それ以外のビット列は

η = (1, . . . , 1︸��︷︷��︸
α1

, 0, . . . , 0︸��︷︷��︸
β1

, 1, . . . , 1︸��︷︷��︸
α2

, 0, . . . , 0︸��︷︷��︸
β2

, . . . ,

. . . , 1, . . . , 1︸��︷︷��︸
αp

, 0, . . . , 0︸��︷︷��︸
βp

),

(27)

という形を持つ。ここで p は２以上の整数で、∑p
k=1 αk = nおよび ∑p

k=1 βk = n + 1を満たす。また、
α1, βp ≥ 0とし、その他の αk, βk は１以上とする。こ
れに対し、Φn(η)を図 3における最大のヤング図形が
表す分割として定める。このヤング図形は、p − 1 個
のボーダーストリップ 9)（2×2の正方形を含まない歪
ヤング図形）からなる。各々のボーダーストリップが
長方形の左の辺に接する長さは、α1 + 1, α2, . . . , αp−1

であり、上の辺に接する長さは、β1, β2, . . . , βp−1 であ
る。ビット列 η が 0 から始まる場合は α1 = 0 だが、
この場合でも一番内側のボーダーストリップは消滅
しないこと、およびヤング図形の高さが n の場合に
αp = 1と解釈することに注意しておく。

命題 6 写像 Φn はH(2n+ 1, n)から P(2n+ 1, n)への
エネルギーを保存する全単射である。

証明：まず全単射であることを示す。分割 λ ∈ P(2n+
1, n) が与えられたとして、その逆像を求める。n ×
(n + 1) の長方形の外枠の中に λ に対するヤング図
形を描いたとする。このヤング図形の左下から右上
に向かう境界に沿って１つのボーダーストリップを
引きはがすと、残りはやはりヤング図形である。こ
れを繰り返すことにより、任意のヤング図形をボー
ダーストリップに一意に分解することが出来る 9)。こ
の結果、任意の λ ∈ P(2n + 1, n) に対してすべての
αk, βk (1 ≤ k ≤ p)が一意に定まり、対応するビット列
η = Φ−1

n (λ) ∈ H(2n+1, n)も一意に定まる。よってΦn

は単射である。集合H(2n + 1, n)と集合 P(2n + 1, n)
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図 3 ビット列の状態空間 H(2n + 1, n) から
制限された分割の集合 P(2n+ 1, n)への
全単射 Φn を記述するための図。外枠は
n× (n+ 1)の長方形。分割は対応するヤ
ング図形で表す。太い線で囲まれた最大
のヤング図形は、p − 1個のボーダース
トリップからなる。

の位数は同一であるから、Φn が全射であることも示
された。
次にこの写像がエネルギー保存であることを示す。

まず、η = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) ならば |Φn(η)| = |∅| =
0 = E(η) である。それ以外の場合は、ビット列 η は
(27) のように表される。左から k 番目の隣接する 01
対（左右この順で）の 0の位置は∑k

i=1(αi +βi)で、こ
れらを 1 ≤ k ≤ p − 1 で足し合わせたものがこのビッ
ト列のエネルギー E(η)である。一方、図 3において
は小さい方から k番目のボーダーストリップの面積が∑k

i=1(αi + βi) であり、これらを 1 ≤ k ≤ p − 1 で足
し合わせたものが最大のヤング図形の面積、すなわち
|Φn(η)|となる。よって |Φn(η)| = E(η)である。（証明
終わり）

6. Andrews-Newman問題に対する一つの解答
Andrews-Newmanによるもう一つの問題 [Problem

II. (3)]に戻る。我々の答えは、彼らの予想「定義 (1)
の交代和によって与えられる多項式 Bn(q)は、最大で
n個の部分を持ち且つ各々の部分が n + 1以下である
ような分割全体からなる集合のある部分集合上での
数え上げである」は正しい、というものである。そし
て、その部分集合とは、n + 1個の 0と n個の 1から
なるビット列全体からなる集合 H(2n + 1, n) におい
て、対応するパスの最小値が偶数であるようなすべて
のビット列からなる部分集合Heven

n （その定義は (16),
(18) および (22) を参照）を、前節で構成した全単射

Φn で写した像 Φn(Heven
n )である。

定義 (18) はパスの最小値が −α であるようなビッ
ト列の集合であった。ビット列に対する操作としてこ
の αを読み取る別の方法を説明する。与えられたビッ
ト列から、隣接する 01 対（左右この順で）をすべて
取り除く。このようにして得られたビット列から、さ
らに隣接する 01 対をすべて取り除く。この操作を繰
り返していくと、やがて (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) という形
に簡約される。このとき、簡約されたビット列に含ま
れる 1 の数が α である。これを踏まえて、Andrews-
Newman の二つ目の問題に対する解答を本論文の主
結果としてここに提示する。

定理 7 定義 (1)の Bn(q)は、ボーダーストリップ分解
による写像 Φ−1

n で得られるビット列を簡約して 1 が
偶数個残る分割 λ ∈ P(2n + 1, n)を重み付きで数え上
げた多項式である。

具体例を挙げる。図 4、図 5、および図 6 は、
Φ3(Heven

3 )に属する分割２０個すべてをヤング図形で
表したものである。ボーダーストリップ分解、対応す
るビット列および簡約されたビット列を併記した。対
応する多項式 B3(q)は

B3(q) = q + q2 + 2q3 + 2q4 + 2q5 + 3q6 + 2q7

+ 2q8 + 2q9 + q10 + q11 + q12,

であったが、それがこれらの分割の重み付きの数え上
げとなっていることが確認できる。
比較のため、図 7および図 8に、Φ3(Hodd

3 )に属す
る分割１５個すべてを同様に表しておく。
ひとつ注意を述べておく。与えられた整数の分割 λ

から写像 Φ−1
n によって対応するビット列を得ること

を考えよう。図 3から値 αp を読み取ることを考える
と、この写像によって得られたビット列に含まれる最
も右の 1 のならびにおける 1 の数は、同一の λ に対
しても nによって異なる。よって、前述の方法によっ
て得られた簡約されたビット列に含まれる 1 の数も、
その偶奇性も含めて nによって異なる。すなわち、同
一の λ に対しても、それが Φn(Heven

n ) に含まれるか
否かは nによって異なる。特に λ = ∅の場合を考える
と、これは多項式 Bn(q)が nが偶数なら定数項 1を含
み、奇数なら含まないという事実を説明する。

7. 結論および考察
G.E. Andrews と D. Newman による論文 1 の結論

で提示されている複数の問題の一部である [Problem
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な直和分割を考える。

H(2n + 1, n) = Heven
n ⊔Hodd

n ,

Heven
n =

⌊n/2⌋∐
r=0

H (2r)(2n + 1, n), (22)

Hodd
n =

⌈n/2⌉∐
r=1

H (2r−1)(2n + 1, n). (23)

前述の同値関係を用いると

Heven
n �

⌊n/2⌋∐
r=0

H+(2n + 1, n − 2r),

Hodd
n �

⌈n/2⌉∐
r=1

H+(2n + 1, n − 2r + 1).

である。したがって、交代和 (1) および (4) は以下の
ような分配関数で表されることになる。

Bn(q) =
∑

η∈Heven
n

qE(η), (24)

Bn(q) =
∑

η∈Hodd
n

qE(η). (25)

すなわち、Bn(q)はパスの最小値が偶数であるような
ビット列についての状態和であり、Bn(q) はパスの最
小値が奇数であるようなビット列についての状態和で
ある。これらのビット列の属する集合Heven

n ,Hodd
n が

いずれも n + 1個の 0と n個の 1を含むあらゆるビッ
ト列からなる単一の集合の部分集合であるという事実
を再度強調しておく。

5. 制限された分割とビット列の間の非自明な全単射
最大で n個の部分を持ち且つ各々の部分が n+1以下
であるような整数の分割全体からなる集合P(2n+1, n)
は、n × (n + 1)の長方形に（左上の角を共有して）収
まるヤング図形全体の集合とみなせる。前節で定義し
た分割 λに対するエネルギー |λ|は対応するヤング図
形の面積に等しい。
ビット列の状態空間 H(2n + 1, n) と制限された分
割の集合 P(2n + 1, n)の間には、自明な全単射がある
ことがすぐに分かる。例えば、図 1 を見るとビット
列 η = 0110010 ∈ H(7, 3)に対するパスが 3 × 4の長
方形を２つに分けており、上側にあるヤング図形の転
置は λ = (3, 3, 1) ∈ P(7, 3) である。しかし、この全
単射は以下で述べるエネルギー保存になっていない。
（E(η) = 6 � 7 = |λ|である。）本節では、論文 4にも

とづきH(2n+ 1, n)から P(2n+ 1, n)へのエネルギー
を保存する全単射の構成法を説明する。この写像を

Φn : H(2n + 1, n)→ P(2n + 1, n), (26)

で表す。エネルギーを保存するとは、任意の η ∈
H(2n + 1, n) に対して、定義 (14) によるエネルギー
が E(η) = |Φn(η)|を満たすことである。
まず、η = (1, . . . , 1︸��︷︷��︸

n

, 0, . . . , 0︸��︷︷��︸
n+1

)に対しては Φn(η) = ∅

とする。（本論文では整数 0 の唯一の分割としての 0
を ∅で表す。）それ以外のビット列は

η = (1, . . . , 1︸��︷︷��︸
α1

, 0, . . . , 0︸��︷︷��︸
β1

, 1, . . . , 1︸��︷︷��︸
α2

, 0, . . . , 0︸��︷︷��︸
β2

, . . . ,

. . . , 1, . . . , 1︸��︷︷��︸
αp

, 0, . . . , 0︸��︷︷��︸
βp

),

(27)

という形を持つ。ここで p は２以上の整数で、∑p
k=1 αk = nおよび ∑p

k=1 βk = n + 1を満たす。また、
α1, βp ≥ 0とし、その他の αk, βk は１以上とする。こ
れに対し、Φn(η)を図 3における最大のヤング図形が
表す分割として定める。このヤング図形は、p − 1 個
のボーダーストリップ 9)（2×2の正方形を含まない歪
ヤング図形）からなる。各々のボーダーストリップが
長方形の左の辺に接する長さは、α1 + 1, α2, . . . , αp−1

であり、上の辺に接する長さは、β1, β2, . . . , βp−1 であ
る。ビット列 η が 0 から始まる場合は α1 = 0 だが、
この場合でも一番内側のボーダーストリップは消滅
しないこと、およびヤング図形の高さが n の場合に
αp = 1と解釈することに注意しておく。

命題 6 写像 Φn はH(2n+ 1, n)から P(2n+ 1, n)への
エネルギーを保存する全単射である。

証明：まず全単射であることを示す。分割 λ ∈ P(2n+
1, n) が与えられたとして、その逆像を求める。n ×
(n + 1) の長方形の外枠の中に λ に対するヤング図
形を描いたとする。このヤング図形の左下から右上
に向かう境界に沿って１つのボーダーストリップを
引きはがすと、残りはやはりヤング図形である。こ
れを繰り返すことにより、任意のヤング図形をボー
ダーストリップに一意に分解することが出来る 9)。こ
の結果、任意の λ ∈ P(2n + 1, n) に対してすべての
αk, βk (1 ≤ k ≤ p)が一意に定まり、対応するビット列
η = Φ−1

n (λ) ∈ H(2n+1, n)も一意に定まる。よってΦn

は単射である。集合H(2n + 1, n)と集合 P(2n + 1, n)
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図 3 ビット列の状態空間 H(2n + 1, n) から
制限された分割の集合 P(2n+ 1, n)への
全単射 Φn を記述するための図。外枠は
n× (n+ 1)の長方形。分割は対応するヤ
ング図形で表す。太い線で囲まれた最大
のヤング図形は、p − 1個のボーダース
トリップからなる。

の位数は同一であるから、Φn が全射であることも示
された。
次にこの写像がエネルギー保存であることを示す。

まず、η = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) ならば |Φn(η)| = |∅| =
0 = E(η) である。それ以外の場合は、ビット列 η は
(27) のように表される。左から k 番目の隣接する 01
対（左右この順で）の 0の位置は∑k

i=1(αi +βi)で、こ
れらを 1 ≤ k ≤ p − 1 で足し合わせたものがこのビッ
ト列のエネルギー E(η)である。一方、図 3において
は小さい方から k番目のボーダーストリップの面積が∑k

i=1(αi + βi) であり、これらを 1 ≤ k ≤ p − 1 で足
し合わせたものが最大のヤング図形の面積、すなわち
|Φn(η)|となる。よって |Φn(η)| = E(η)である。（証明
終わり）

6. Andrews-Newman問題に対する一つの解答
Andrews-Newmanによるもう一つの問題 [Problem

II. (3)]に戻る。我々の答えは、彼らの予想「定義 (1)
の交代和によって与えられる多項式 Bn(q)は、最大で
n個の部分を持ち且つ各々の部分が n + 1以下である
ような分割全体からなる集合のある部分集合上での
数え上げである」は正しい、というものである。そし
て、その部分集合とは、n + 1個の 0と n個の 1から
なるビット列全体からなる集合 H(2n + 1, n) におい
て、対応するパスの最小値が偶数であるようなすべて
のビット列からなる部分集合Heven

n （その定義は (16),
(18) および (22) を参照）を、前節で構成した全単射

Φn で写した像 Φn(Heven
n )である。

定義 (18) はパスの最小値が −α であるようなビッ
ト列の集合であった。ビット列に対する操作としてこ
の αを読み取る別の方法を説明する。与えられたビッ
ト列から、隣接する 01 対（左右この順で）をすべて
取り除く。このようにして得られたビット列から、さ
らに隣接する 01 対をすべて取り除く。この操作を繰
り返していくと、やがて (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) という形
に簡約される。このとき、簡約されたビット列に含ま
れる 1 の数が α である。これを踏まえて、Andrews-
Newman の二つ目の問題に対する解答を本論文の主
結果としてここに提示する。

定理 7 定義 (1)の Bn(q)は、ボーダーストリップ分解
による写像 Φ−1

n で得られるビット列を簡約して 1 が
偶数個残る分割 λ ∈ P(2n + 1, n)を重み付きで数え上
げた多項式である。

具体例を挙げる。図 4、図 5、および図 6 は、
Φ3(Heven

3 )に属する分割２０個すべてをヤング図形で
表したものである。ボーダーストリップ分解、対応す
るビット列および簡約されたビット列を併記した。対
応する多項式 B3(q)は

B3(q) = q + q2 + 2q3 + 2q4 + 2q5 + 3q6 + 2q7

+ 2q8 + 2q9 + q10 + q11 + q12,

であったが、それがこれらの分割の重み付きの数え上
げとなっていることが確認できる。
比較のため、図 7および図 8に、Φ3(Hodd

3 )に属す
る分割１５個すべてを同様に表しておく。
ひとつ注意を述べておく。与えられた整数の分割 λ

から写像 Φ−1
n によって対応するビット列を得ること

を考えよう。図 3から値 αp を読み取ることを考える
と、この写像によって得られたビット列に含まれる最
も右の 1 のならびにおける 1 の数は、同一の λ に対
しても nによって異なる。よって、前述の方法によっ
て得られた簡約されたビット列に含まれる 1 の数も、
その偶奇性も含めて nによって異なる。すなわち、同
一の λ に対しても、それが Φn(Heven

n ) に含まれるか
否かは nによって異なる。特に λ = ∅の場合を考える
と、これは多項式 Bn(q)が nが偶数なら定数項 1を含
み、奇数なら含まないという事実を説明する。

7. 結論および考察
G.E. Andrews と D. Newman による論文 1 の結論

で提示されている複数の問題の一部である [Problem
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II. (1)]と [Problem II. (3)]に対する解答を与えた。特
に、後者に対する解答を与えた定理 7が本論文の主結
果である。以下では、この結論に対するいくつかの考
察を行う。
まず、Andrews-Newmanの問題の背景を説明する。

以下ではある整数の分割 πが部分 1, 2, . . . , rをそれぞ
れ m1,m2, . . . ,mr 個含むとき、π = rmr . . . 2m21m1 の
ように表す 9)。（mk = 0となる kに対する kmk は書か
ない。mk = 1のときの 1も書かない。）整数の分割 π
に対し、πの部分として含まれない最小の正の偶数を
mex2,2(π) で表す。これは minimal excludant と呼ば
れる関数の一例である。例を挙げると、全部で 11 個
ある 6の分割のうちで mex2,2(π) = 2となるものが６
個（π = 16, 313, 32, 412, 51, 6）、mex2,2(π) = 4となる
ものが４個（π = 214, 2212, 23, 321）、mex2,2(π) = 6
となるものが１個（π = 42）である。整数 N の分
割のうち、mex2,2(π) が４で割り切れないものの数を
p2,2(N) とし、４で割り切れるものの数を p2,2(N) と
する。例えば p2,2(6) = 7, p2,2(6) = 4 である。論文 1
の [Problem II]は、以下のような p2,2(N)の母関数の
表式を考察している（以下 |q| < 1とする。）：

F2,2(q) :=
∑
N≥0

p2,2(N)qN =
∑
n≥0

qn2+nBn(q)∏2n+1
k=1 (1 − qk)

. (28)

この公式の導出については後程説明する。
多項式 Bn(q) に対応する分割の集合 Φn(Heven

n ) は、
最大で n個の部分を持つので、それに合わせてこの式
の右辺の qn2+n は分割 (n + 1)n の重みを表すと解釈し
よう。すると右辺の各項は、分子は Φn(Heven

n )に属す
るあらゆる分割に対しその n個の部分すべてに n + 1
を足した分割（µとする）、分母は 2n + 1以下の部分
からなるあらゆる分割（ν とする）、の重み付きの数
え上げをそれぞれ行っていると解釈できる。したがっ
て p2,2(N)は、あらゆる nに対するこのような分割の
対 (µ, ν)で |µ| + |ν| = N となるものが合計で幾つある
のかを表していることになる。N = 6 の例に戻ると、
これに関わるのは (28) の右辺では n = 0, 1, 2 の３項
で、Bn(q)に対応する分割の集合を示すと

Φ0(Heven
0 ) = {∅},

Φ1(Heven
1 ) = {1, 2},

Φ2(Heven
2 ) = {∅, 2, 3, 22, 32, 32},

である。Φ1(Heven
1 ) に属する分割の部分には 2 を、

Φ2(Heven
2 ) に属する分割の部分には 3 をそれぞれ

足すことに注意して、|µ| + |ν| = 6 となる分割の
対 (µ, ν) を探すと、n = 0 から (∅, 16)、n = 1 から
(3, 13), (3, 21), (3, 3), (4, 12), (4, 2)、および n = 2から
(32, ∅) が見つかり、合計で p2,2(6) = 7 個あることが
確認できる。
ところで、論文 1 の著者は、このような分割の対

ではなく「N の分割で（mex2,2(π) が４で割り切れな
いという元の定義とは異なる）ある性質をもつものが
p2,2(N) 個ある」という主張の定理の存在の有無を尋
ねている。対 (µ, ν) から単純に部分の合併 9)µ ∪ ν を
とれば単独の N の分割が得られるが、上述の N = 6
の例でもこのやり方では同じ分割 32 が２つできてし
まってうまくいかないことが分かる。実は、(28)の右
辺に対するあらゆる nに対する上述の分割の対 (µ, ν)
で |µ| + |ν| = N を満たすもの全体と、単独の N の分
割全体の間の全単射を構成して、そのような定理の存
在を示すことができる。その詳細については近い将来
に報告する予定である。
ここまでは論文 1 の定式化に従って p2,2(n) の母

関数について考察したが、本研究で得られた知見を
用いればさらに細分化された母関数についてその意
味を考察することができる。整数 N の分割のうち、
mex2,2(π) = 2α + 2となるものの数を p(α)

2,2(N)としよ
う。例えば p(0)

2,2(6) = 6, p(1)
2,2(6) = 4, p(2)

2,2(6) = 1 であ
る。その母関数は

F(α)
2,2(q) :=

∑
N≥0

p(α)
2,2(N)qN =

∑
n≥0

qn2+nB(α)
n (q)∏2n+1

k=1 (1 − qk)
, (29)

である。ただし
B(α)

n (q) =
∑

η∈H (α)(2n+1,n)

qE(η)

=

[
2n + 1
n − α

]
−
[

2n + 1
n − α − 1

]
.

とした。（ここで命題 4 および命題 5 の結果を用い
た。）B(α)

n (q)は、ボーダーストリップ分解による写像
Φ−1

n で得られるビット列を簡約して 1 が α 個残る分
割 λ ∈ P(2n + 1, n)を重み付きで数え上げた多項式で
ある。以下、(z; q)n :=

∏n
k=1(1 − zqk−1)としてこの公

式を示そう。(29)の右辺は
∑
n≥0

qn2+nB(α)
n (q)

(q; q)2n+1
=
∑
n≥α

qn2+n

(q; q)2n+1

[
2n + 1
n − α

]

− ( “α→ α + 1” ),

である。ただし、右辺第２項は第１項の αを α+ 1で
置き換えたものである。右辺第１項はさらに以下のよ
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II. (1)]と [Problem II. (3)]に対する解答を与えた。特
に、後者に対する解答を与えた定理 7が本論文の主結
果である。以下では、この結論に対するいくつかの考
察を行う。
まず、Andrews-Newmanの問題の背景を説明する。

以下ではある整数の分割 πが部分 1, 2, . . . , rをそれぞ
れ m1,m2, . . . ,mr 個含むとき、π = rmr . . . 2m21m1 の
ように表す 9)。（mk = 0となる kに対する kmk は書か
ない。mk = 1のときの 1も書かない。）整数の分割 π
に対し、πの部分として含まれない最小の正の偶数を
mex2,2(π) で表す。これは minimal excludant と呼ば
れる関数の一例である。例を挙げると、全部で 11 個
ある 6の分割のうちで mex2,2(π) = 2となるものが６
個（π = 16, 313, 32, 412, 51, 6）、mex2,2(π) = 4となる
ものが４個（π = 214, 2212, 23, 321）、mex2,2(π) = 6
となるものが１個（π = 42）である。整数 N の分
割のうち、mex2,2(π) が４で割り切れないものの数を
p2,2(N) とし、４で割り切れるものの数を p2,2(N) と
する。例えば p2,2(6) = 7, p2,2(6) = 4 である。論文 1
の [Problem II]は、以下のような p2,2(N)の母関数の
表式を考察している（以下 |q| < 1とする。）：

F2,2(q) :=
∑
N≥0

p2,2(N)qN =
∑
n≥0

qn2+nBn(q)∏2n+1
k=1 (1 − qk)

. (28)

この公式の導出については後程説明する。
多項式 Bn(q) に対応する分割の集合 Φn(Heven

n ) は、
最大で n個の部分を持つので、それに合わせてこの式
の右辺の qn2+n は分割 (n + 1)n の重みを表すと解釈し
よう。すると右辺の各項は、分子は Φn(Heven

n )に属す
るあらゆる分割に対しその n個の部分すべてに n + 1
を足した分割（µとする）、分母は 2n + 1以下の部分
からなるあらゆる分割（ν とする）、の重み付きの数
え上げをそれぞれ行っていると解釈できる。したがっ
て p2,2(N)は、あらゆる nに対するこのような分割の
対 (µ, ν)で |µ| + |ν| = N となるものが合計で幾つある
のかを表していることになる。N = 6 の例に戻ると、
これに関わるのは (28) の右辺では n = 0, 1, 2 の３項
で、Bn(q)に対応する分割の集合を示すと

Φ0(Heven
0 ) = {∅},

Φ1(Heven
1 ) = {1, 2},

Φ2(Heven
2 ) = {∅, 2, 3, 22, 32, 32},

である。Φ1(Heven
1 ) に属する分割の部分には 2 を、

Φ2(Heven
2 ) に属する分割の部分には 3 をそれぞれ

足すことに注意して、|µ| + |ν| = 6 となる分割の
対 (µ, ν) を探すと、n = 0 から (∅, 16)、n = 1 から
(3, 13), (3, 21), (3, 3), (4, 12), (4, 2)、および n = 2から
(32, ∅) が見つかり、合計で p2,2(6) = 7 個あることが
確認できる。
ところで、論文 1 の著者は、このような分割の対

ではなく「N の分割で（mex2,2(π) が４で割り切れな
いという元の定義とは異なる）ある性質をもつものが
p2,2(N) 個ある」という主張の定理の存在の有無を尋
ねている。対 (µ, ν) から単純に部分の合併 9)µ ∪ ν を
とれば単独の N の分割が得られるが、上述の N = 6
の例でもこのやり方では同じ分割 32 が２つできてし
まってうまくいかないことが分かる。実は、(28)の右
辺に対するあらゆる nに対する上述の分割の対 (µ, ν)
で |µ| + |ν| = N を満たすもの全体と、単独の N の分
割全体の間の全単射を構成して、そのような定理の存
在を示すことができる。その詳細については近い将来
に報告する予定である。
ここまでは論文 1 の定式化に従って p2,2(n) の母

関数について考察したが、本研究で得られた知見を
用いればさらに細分化された母関数についてその意
味を考察することができる。整数 N の分割のうち、
mex2,2(π) = 2α + 2となるものの数を p(α)

2,2(N)としよ
う。例えば p(0)

2,2(6) = 6, p(1)
2,2(6) = 4, p(2)

2,2(6) = 1 であ
る。その母関数は

F(α)
2,2(q) :=

∑
N≥0

p(α)
2,2(N)qN =

∑
n≥0

qn2+nB(α)
n (q)∏2n+1

k=1 (1 − qk)
, (29)

である。ただし
B(α)

n (q) =
∑

η∈H (α)(2n+1,n)

qE(η)

=

[
2n + 1
n − α

]
−
[

2n + 1
n − α − 1

]
.

とした。（ここで命題 4 および命題 5 の結果を用い
た。）B(α)

n (q)は、ボーダーストリップ分解による写像
Φ−1

n で得られるビット列を簡約して 1 が α 個残る分
割 λ ∈ P(2n + 1, n)を重み付きで数え上げた多項式で
ある。以下、(z; q)n :=

∏n
k=1(1 − zqk−1)としてこの公

式を示そう。(29)の右辺は
∑
n≥0

qn2+nB(α)
n (q)

(q; q)2n+1
=
∑
n≥α

qn2+n

(q; q)2n+1

[
2n + 1
n − α

]

− ( “α→ α + 1” ),

である。ただし、右辺第２項は第１項の αを α+ 1で
置き換えたものである。右辺第１項はさらに以下のよ
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うに書き換えられる：
∑
n≥α

qn2+n

(q; q)2n+1

[
2n + 1
n − α

]
=
∑
n≥α

qn2+n

(q; q)n−α(q; q)n+α+1

=
∑
n≥0

q(n+α)2+(n+α)

(q; q)n(q; q)n+2α+1

= qα
2+α
∑
n≥0

qn(n+2α+1)

(q; q)n(q; q)n+2α+1

=
qα(α+1)

(q; q)∞
.

最後の行では (q; q)n+2α+1 = (q; q)2α+1(q2α+2; q)n と
して、さらに以下のような Cauchy の公式（文献 2:
(2.2.8)）

1 +
∑
n≥1

qn2−nzn

(q; q)n(z; q)n
=

1
(z; q)∞

,

で z = q2α+2 としたものを用いた。（あるいは n× (n+
2α + 1) の Durfee rectangle を用いて組合せ論的に示
すこともできる。）したがって (29)の右辺は

∑
n≥0

qn2+nB(α)
n (q)

(q; q)2n+1
=

qα(α+1) − q(α+1)(α+2)

(q; q)∞

=
qα(α+1)(1 − q2(α+1))

(q; q)∞

=
q2+4+...+2α

∏∞
m=1,m�2(α+1)(1 − qm)

,

となる。最後の表式は、部分として 2α 以下のすべ
ての正の偶数をいずれも少なくとも一つ含み、かつ
2(α + 1)を部分として含まないようなあらゆる整数の
分割を重み付きで足しあげたものと解釈できるので、
明らかに p(α)

2,2(N) の母関数である。これで (29) が証
明された。また、αをあらゆる非負偶数としてこれを
足し合わせれることにより Andrews-Newmanの公式
(28)が導出される。
前述の F2,2(q)の場合と同様に、(29)の右辺の各項
は、分子は Φn(H (α)(2n + 1, n)) に属するあらゆる分
割に対しその n 個の部分すべてに n + 1 を足した分
割（µとする）、分母は 2n + 1以下の部分からなるあ
らゆる分割（ν とする）、の重み付きの数え上げをそ
れぞれ行っていると解釈できる。したがって p(α)

2,2(N)
は、あらゆる nに対するこのような分割の対 (µ, ν)で
|µ| + |ν| = N となるものが合計で幾つあるのかを表し
ていることになる。この場合にも、このような分割の

対ではなく「N の分割で（mex2,2(π) = 2α + 2という
元の定義とは異なる）ある性質をもつものが p(α)

2,2(N)
個ある」という主張の定理の存在を示すことができ
る。その詳細についても近い将来に報告する予定で
ある。
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